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Abstract. In this work, we define the quasi-Poisson Lie quasigroups, 
dual objects to the quasi-Poisson Lie groups and we establish the corre- 
spondance between the local quasi-Poisson Lie quasigoups and quasi-Lie 
bialgebras (up to isomorphism). 

Resume : Dans ce travail, nous definissons les quasi-groupes de Lie 
quasi-Poisson, objets duaux des groupes de Lie quasi-Poisson et nous 
etablissons une correspondance biunivoque (a isomorphisme pres) entre 
les quasi-groupes de Lie quasi-Poisson locaux et les bigebres quasi-Lie. 



Contents 



Introduction! 1 

2. Boucles de Lie mono-alternatives a droitd 2 



3. Groupes de Lie auasi-doublesl 5 

4. Bigebres auasi-Lid 11 



5. Quasi-groupes de Lie quasi-Poissonl 13 



Eeferencea 20 



1. Introduction 

Les groupes de Lie-Poisson etant les limites classiques des algebres de 
Hopf, les groupes de Lie quasi-Poisson sont les limites classiques 

des quasi-algebres de Hopf introduites par Drinfeld Jjj, et les objets in- 
finitesimaux sont appeles les quasi-bigebres de Lie dans |5] et quasi-bigebres 
jacobiennes dans jTl . Contrairement aux notions de bigebre de Lie et 
groupe de Lie-Poisson [SJ 121 EE3 EH! les notions de quasi-bigebre de 
Lie et de groupe de Lie quasi-Poisson ne sont pas auto-duales; l'objet dual 
d'une quasi-bigebre de Lie est appele une quasi-bigebre co-jacobienne dans 
^213]. Nous l'appellerons bigebre quasi-Lie. Ici, nous nous proposons de 
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construire l'objet dual d'un groupe de Lie quasi-Poisson, c'est-a-dire un 
objet geometrique generalisant les groupes de Lie-Poisson dont l'espace tan- 
gent en un element distingue est muni d'une structure de bigebre quasi-Lie 
et nous convenons d'appeler cet objet quasi-groupe de Lie quasi-Poisson. 
Plus precisement, un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson est un G— espace 
quasi-Poisson au sens de [lj, muni d'une structure de boucle de Lie mono- 
alternative a droite avec certaines relations de compatibilite entre les deux 
structures, notamment celle generalisant la multiplicativite ( [15| HI] ) du champ 
de bivecteurs qui est satisfaite dans le cas des groupes de Lie-Poisson. Pour 
cela, on se sert de la theorie des boucles de Lie mono-alternatives a droite 
[TH] en introduisant les notions de groupe de Lie quasi-double et d'algebre de 
Lie quasi-double dont les proprietes font ressortir Taction d'un groupe de Lie 
sur une boucle de Lie et d'une action par defaut de cette boucle de Lie sur 
le groupe de Lie. Un groupe de Lie quasi-double est un triplet forme d'un 
groupe de Lie, d'un sous-groupe de Lie ferine et d'une sous-variete fermee 
du groupe de Lie, laquelle est munie d'une structure de boucle de Lie mono- 
alternative a droite, le triplet verifiant un certain nombre de proprietes; 
l'objet infinitesimal associe est appele une algebre de Lie quasi-double. Cette 
construction generalise certains resultats de ^S] sur les groupes de Lie dou- 
bles et algebres de Lie doubles; ces dernieres sont aussi appelees algebres de 
Lie bicroisees dans |12| . 

Dans la section 2 nous faisons un rappel de quelques notions sur les boucles 
de Lie et les algebres d'Akivis. 

Dans la section 3, on definit et on etudie les groupes de Lie quasi-doubles 
et les algebres de Lie quasi-doubles en etablissant une correspondance entre 
les deux notions tout en faisant ressortir la compatiblite entre les differentes 
operations les definissant. 

Dans la section 4, on fait un bref rappel sur les bigebres quasi-Lie en mon- 
trant leur lien d'une part avec les algebres de Lie quasi-doubles, et d'autre 
part avec les algebres d'Akivis. 

La derniere section recouvre l'essentiel du travail a savoir la definition des 
quasi-groupes de Lie quasi-Poisson et l'etablissement d'une correspondance 
bijective entre les quasi-groupes de Lie quasi-Poisson locaux et les bigebres 
quasi-Lie. 

2. Boucles de Lie mono-alternatives a droite 

Dans cette section, nous faisons un rappel sur les boucles de Lie en 
reprenant les definitions et certains resultats de ^01 El HSj • 

Definition 1. Une boucle de Lie est une variete analytique reelle B munie 
d'une operation interne analytique 

m : B x B — > B 

(a,b) — > a.b = m(a, b) 
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admettant un element neutre e, verifiant 

a.e = e.a = a 

pour tout a £ B, telle que les equations 

a.b = c et b.a = c 

admettent des solutions uniques (notees respectivement a\c et c/a) et les 
applications 

(a, b) — ► b \ a, (a, b) — > a/b 

sont analytiques. 

Ainsi, comme on le voit, tout groupe de Lie est une boucle de Lie. 
Si les trois operations 



(a, b) — > ab, (a, b) — ► a/b , (a, b) — > b\a 

sont definies localement au voisinage de e, on dit que B est une boucle de 
Lie locale. 

Remarque : L'unicite des solutions dans une boucle de Lie des equations 
a.b = c b.a = c signifie que les translations a gauche et a droite par un 
element a € B, notees respectivement par A a et p a , sont des diffeomorphismes. 
L'espace tangent en l'identite a toute boucle de Lie est muni d'une structure 
generalisant la notion de structure d'algebre de Lie, et dont les proprietes 
decoulent de celles de la boucle de Lie. Ce qui nous conduit a la definition 
suivante : 

Definition 2. Une algebre d'Akivis (A, [., .], < ., ., . >) est un espace vecto- 
riel A muni d'une application bilineaire antisymetrique 



Ax A — ► A 
(x,y) — ► [x,y] 



et d'une application trilineaire 



<.,.,.> : Ax Ax A — ► A 

(x,y,z) — > <x,y,z> 

telles que 

^2 (Signer) < x a{1) , x a{2) , x a(3) >= ^[[xi, x 2 ], x 3 ] 
v£S 3 O 

oil S3 designe le groupe des permutations de (1,2,3), Signer la signature 
de a £ S3 et YIq designe la somme sur les permutations circulaires de 
x 1 ,x 2 ,x 3 . 

Ainsi, toute algebre de Lie determine une structure d'algebre d'Akivis en 
prenant <.,.,. >= 0. 

Pour une boucle de Lie locale B, on montre dans [Jj qu'il existe une structure 
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d'algebre d'Akivis sur T e B, l'espace tangent en l'identite, determined par les 
operations suivantes: 

1 d 2 

[x,v] = ^(«t)y(t))/((y(t)x(t))\ t=0 

pour x,y,z G T £ B, ou x(t),y(t), z(t) sont des courbes de classe C k (k > 3) 
dans B, passant par le point e avec les vecteurs tangents x,y,z respective- 
ment. 

L'algebre d'Akivis ainsi decrite est appelee algebre d'Akivis de la boucle de 
Lie B. 

Nous allons a present definir une classe de boucles de Lie locales avec laquelle 
nous travaillerons dans la suite. 

Definition 3. Une boucle de Lie locale B est dite mono- alternative a droite, 
si pour tous entiers k,l G Z et pour tous a,b £ B, voisins de e, on a : 

{ab k )b l = ab k+l . 

Remarque : La formule ci-dessus exprime d'une part une associativite 
faible de la multiplication definie sur B, d'autre part l'existence d'un inverse 
pour tout element a G B, note a -1 . Par convention , on a pour tout a G B, 
a = e, a~ k = (a~ 1 ) fe et done p^ 1 = p a -i. 

Exemple 1. Soit SH(n) I 'ensemble des matrices hermitiennes nxn definies 
positives de determinant 1 et SU(n) le groupe special unitaire d'ordre n; 
considerons la decomposition polaire du groupe de Lie reel SL(n, C) des 
matrices complexes n x n de determinant 1, 

SL(n,C) = SU(n) x SH(n). 

Alors SH(n) muni de la multiplication definie par la projection sur SH(n) 
du produit matriciel dans SL(n,C), est une boucle de Lie mono-alternative 
d droite. Explicitement, la multiplication sur SH(n) est definie par 

m(a,b) = (6a 2 6) 5, Va,beSH{n). 

En effet tout element d £ SL(n, C) se decompose de maniere unique sous la 
forme d = ga, ou g G SU(n) et a £ SH(n); comme {g) l g = L n et (a)* = a 
par definition de SU(n) et SH(n), multipliant d a gauche par la conjuguee 
de sa transposee, on obtient = a 2 ; d'ou a = [(J)*cZ]2 est la projection de 
d sur SH{n). Pour tous a,b G SH{n), distincts de I n et b ^ a~ l , le produit 
ab n'est element ni de SH(n), ni de SU{n), e'est un element de SL(n,C). 
Comme (a)* = a et (6)* = b par definition de SH{n), de ce qui precede, la 
projection du produit ab sur SH(n) est 

m(a,b) = {ba 2 b)^, Va,b£SH{n). 

On verifie sans peine que (SH(n),m) est une boucle de Lie mono- alternative 
d droite. 
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De meme, l'ensemble des matrices hermitiennes definies positives nxnet 
l'ensemble des matrices symetriques reelles definies positives n x n sont des 
boucles de Lie mono-alternatives a droite, la multiplication m etant definie 
comme dans l'exemple ci-dessus. 

3. Groupes de Lie quasi-doubles 

Les groupes de Lie quasi-doubles sont des generalisations naturelles des 
groupes de Lie doubles [T5] . 

Definition 4. Un groupe de Lie quasi-double est un triplet (G, Gi, G2), oil 

1) G est un groupe de Lie et G\ un sous-groupe de Lie ferme de G; 

2) G2 est une sous-variete fermee de G munie de deux applications analy- 
tiques 

a : G2 x G2 — > Gi et m : G2 x G2 — ► G2 

satisfaisant I 'identite 

(ab)o = a(a,b)m(a,b) Va,6eG2, 
telles que m definit sur G2 une structure de boucle de Lie mono-alternative 
a droite; 

3) I 'application 

uj : Gi x G 2 — ► G, 
(9, a) — * ga 

est un diffeomorphisme. 

Si Gi, G2 et uj sont definis localement, on dit que (G,G\,G2) est un 
groupe de Lie quasi-double local. 

Remarques : Si a(a,b) = e, Va, b £ G2, ou e designe l'element neutre de 
G, alors G2 est aussi un sous-groupe de Lie de G et le triplet (G, G\,G2) 
definit un groupe de Lie double au sens de JHj- Par ailleurs, en identifiant G 
avec Gi x G2 par uj, on voit que a et m sont respectivement les projections 
sur Gi et G2 de la restriction de la multiplication de G a G2. 
Nous allons a present montrer que si (G, G±, G2) est un groupe de Lie quasi- 
double, alors il existe deux applications analytiques 

X : G 2 x Gi — >Gi et a : G 2 x Gi — > G 2 

telles que a definisse une action du groupe de Lie G\ sur la variete G2 
et G2 agisse sur G\ par x modulo l'application a. En effet si g G G\ et 
a G G2, alors ag G G; par consequent d'apres la condition (3) de la definition 
precedente, il existe un unique element g' G G\ et un unique element a' G G2 
tels que 

ag = g'd 

Posons a' = a 9 et g' = g a , et considerons les applications suivantes: 
X : G 2 x Gi — » Gi, a : G 2 x Gi — » G 2 

(a, 5) — ► 5 a (a, 9) — ► a 9 

On a le resultat suivant: 
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Theoreme 1. Soit (G,Gi,G2) un groupe de Lie quasi-double; soient g,h £ 
G\ et a, b, c £ Gi- Alors on a les identites suivantes: 

(1) (gh) a = g a h a9 

(2) \aP) h = aP h 

(3) {g b ) a a{a 9 \W) = a(a,b)g m ( a ^ 

(4) [m(a,b)}9 =m{ a a\W) 

(5) a(a,b)a(m(a,b),c) = [a(b, c)] a a(a a 

(6) m(m(a,b),c) = m(a a ( b ' c \m(b,c)) 

Inversement si G\ est un groupe de Lie agissant a droite par a sur une boucle 
de Lie mono-alternative d droite Gi dont la loi est definie par m : G2 x 
G2 — ► G2 et s 'il existe deux applications analytiques a : G2 x G2 — ► G\ et 
X ■ G2 x G\ — > G\ tels que les conditions (l)-(6) soient verifiees, alors il 
existe une structure de groupe de Lie sur G\ x G2 telle que {G\ x G2, G±, G2) 
definisse un groupe de Lie quasi-double. 

Demonstration : Pour la premiere partie, la demonstration des identites 
(l)-(6) est une consequence directe de Passociativite et de l'unicite de la 
decomposition du produit dans G. 

Pour la seconde partie, on defrnit la structure de groupe de Lie sur G\ x G2 
par : 

(g,a)(h,b) = {gh a a{a h ,b),m{a h ,b)),Vg,he Gi, Va, b G G 2 . 

II suffit de verifier Passociativite du produit ainsi defini sur G± x G 2 , qui est 
une consequence des conditions (l)-(6). □ 

Remarque : La condition (2) signifie que a defrnit une action a droite 
du groupe de Lie G\ sur la variete G2, tandis que la condition (3) signifie 
que G2 agit a gauche par x sur G± mais que x n'est pas une vraie action 
a gauche, le defaut d'action etant mesure par l'application a; dans la suite, 
nous appellerons une telle application x une action a— twistee. Si a(a, b) = 
e, Va, b € G 2 , alors G2 est un groupe de Lie et x devient une action a gauche 
de G2 sur la variete G\ . 

Corollaire 1. Soit (G, G±, G2) un groupe de Lie quasi-double. Alors\/a, b,c £ 
G2, on a : 

(1) Ki(a,b)( c ) = (K(a,a(b,c))oXb)(c), 

(2) Pm(a,b)(c) = (p 6 op a )(cr(c,a(a,&)~ 1 )), 

(3) (p b o\ a )(c) = {K(a,a(c,b))OPb){c). 

Ces differentes relations decoulent de la relation (6) du theoreme precedent. 
Si a(a,b) = e,Va, b £ G2, alors G2 est un groupe de Lie et on retrouve les 
identites traditionnelles sur les tranlations a gauche et a droite dans un 
groupe de Lie. 
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Exemple 2. Le triplet (SL(n,C), SU(n), SH(n)), ou SH(n) est Vensemble 
des matrices hermitiennes n x n definies positives de determinant 1, est un 
groupe de Lie quasi-double. Les applications a etm sur SH(n) sont definies 
respectivement par 

a(a,b) = (ab)(ba 2 b)~^ et m(a,b) = (ba?b)l Va,b £ SH(n). 

Definissons a present la notion correspondante pour les algebres de Lie en 
etablissant une relation entre les deux notions. 

Definition 5. Une algebre de Lie quasi-double est un triplet (g,gi,g2) ou g 
est une algebre de Lie, gi une sous-algebre de Lie de g et g2 un sous-espace 
vectoriel de g muni de deux operations bilineaires antisymetriques 

ip : A 2 g 2 — > gi et \i : A 2 g 2 — > g 2 

tels que 

(1) g = gi ® g2 comme somme directe de sous-espaces vectoriels; 

( 2 ) i x ,y\s = i>(?;y) + Vx,y G g 2 . 

En un mot, une algebre de Lie quasi-double est juste une algebre de Lie 
qui se decompose en somme directe d'une sous-algebre de Lie et d'un sous- 
espace vectoriel. 

Remarque : Si if)(x,y) = 0, Vx,y £ g2, alors g2 est aussi une sous-algebre 
de Lie de g et le triplet (g, gi, g2) definit une algebre de Lie double au sens 
de jin]. Dans pQ, les algebres de Lie quasi-doubles (g, gi, g2) telles que g est 
munie d'une forme bilineaire invariante non degeneree par rapport a laquelle 
gi et g2 sont des sous-espaces isotropiques maximaux de g, sont appelees 
des quasi-triples de Manin. 

Exemple 3. Le triplet (sl(n,C), su(n), sh(n)), oil sl(n,C) est I'algebre de 
Lie des matrices complexes n x n de trace nulle, su{n) I'algebre de Lie des 
matrices anti-hermitiennes n x n de trace nulle et sh(n) I'espace vectoriel 
des matrices hermitiennes nxn de trace nulle, est une algebre de Lie quasi- 
double, lei, tp est la restriction a sh{n) du crochet de Lie de s/(n,C), qui 
est a valeurs dans su(n) et fj, = 0. 

Plus generalement, la decomposition de Cartan [S] de toute algebre de Lie 
semi-simple complexe de dimension finie, fournit une structure d'algebre de 
Lie quasi-double. 

Le resultat suivant etablit une correspondance entre les groupes de Lie quasi- 
doubles locaux et les algebres de Lie quasi-doubles. 

Theoreme 2. Soit (G,Gi,G2) un groupe de Lie quasi-double local; soient 
g, gi les algebres de Lie de G et G\ respectivement, et soit g2 = T £ G2 
I'espace tangent a G2 en I'identite. Alors (g,gi,g2) est une algebre de Lie 
quasi-double. 

Inversement, a toute algebre de Lie quasi-double, il correspond un unique 
groupe de Lie quasi-double local (a isomorphisme pres), dont I'algebre de 
Lie quasi-double est celle de depart. 
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Demonstration : Soit (G,G\,G<i) un groupe de Lie quasi-double local; 
soient g, gi les algebres de Lie de G et G\ respectivement, et soit g2 = T e G% 
il est clair que g = gi ©g2- Pour la conclusion, il suffit de prendre pour ip le 
crochet commutateur associe a a et pour ji le crochet commutateur associe 
a m. 

Pour la seconde partie, considerons une algebre de Lie quasi-double (g, gi, g2) 
et soient G, G\ les groupes de Lie connexes et simplement connexes corre- 
spondant a g et gi respectivement. Soit II : G — ► G\ \ G la projection 
naturelle de G dans l'espace G\\G des classes a droite et <fi la restriction 
a g2 de l'application composee Uo(exp) : g — ► G\ \ G. Alors (ft est un 
diffeomorphisme d'un voisinage V de dans g2 dans un voisinage de la 
classe n(e) dans G\\G [S]. Posons G2 = expV et introduisons sur G2 une 
loi de composition interne definie par : 

m(a, b) = U G2 (ab) 

Va, b G G2, oil ab est le produit dans G des elements o et b et Hg 2 est la 
projection locale sur G2 parallelement a G\, i.e, dans la decomposition locale 
d = ga G G, g G G\ et a G G2. Alors (G2,m) est une boucle de Lie locale 
mono-alternative a droite [18] . En effet, par definition de m, on a 

m(m(a,b k ),b l ) = n G2 (n G2 (a6 fc )^) = Il G2 ((ab k )b l ) = Ii G2 {ab k+l ) 

et comme pour b suffisamment proche de e dans G2 on a b k+l G G2, alors 

m(a,m{b k ,b 1 )) = U G2 {aU G2 {b k b l ) =U G2 {ab k+l ) = m(a,b k+l ). 

Par consequent 

m(m(a, b k ), b l ) = m(a, b k+l ) 

Ainsi (G2, m) est une boucle de Lie locale mono-alternative a droite. D'apres 
[18] . cette boucle de Lie locale mono-alternative a droite est unique a iso- 
morphisme pres. 

Posons a(a, b) = IL Gl (ab); de la decomposition locale des elements de G, 
il resulte que l'application uj : G\ x G2 — > G definie par (g, a) — > ga 
est un diffeomorphisme local et que (ab) G = a(a,b)m(a,b), Vo, b G G2. 
En definitive (G, G\,G2) est un groupe de Lie quasi-double local. D'ou le 
resultat. □ 

Comme pour les groupes de Lie quasi-doubles, nous allons montrer que 
pour toute algebre de Lie quasi-double donnee (g, gi,g2)j il existe deux 
applications correspondant a x et cr. En effet si £ G gi et x G g2, alors 
[x, £] g G g; par consequent il existe £' G gi et x' G g2 tels que 

[x, £]=£' + *'. 

Posons ^' = £ x et x' = x^, et considerons les applications suivantes : 



g2 X gi > gi, g 2 X gi > g 2 

On a le resultat suivant 
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Theoreme 3. Soit (g, gi, g2) une algebre de Lie quasi-double. Soient £, rj, G 
gi, x,y,z G g2- Alors on a les identites suivantes : 

(1) for,]* = [e e ,rj\ + [Z,n B ]-(.0* V + 

(2) xtto] = (xf)'J - 

(3) //(>, = n(x^,y) + /x(x, + (x)^ v - (y)** 

( 4 ) ^Ow) = {t y ) x - (C x ) y + [£, ^0, y)] + i/) + ^0, y ? ) 

(5) £ /i(M^y)^) = E ^ fe ' 2) 

( 6 ) Eo ^(K^y)^) = J2o^{x, y) z 

Inversement si gi est une algebre de Lie agissant sur un espace vectoriel g2 
par (x,£) — ► afi, g2 muni de deux applications bilineaires antisymetriques 
\x : A 2 g2 — > g2 ei V : A 2 g2 — ► gij et s'il existe une application de g2 x gi 
dans gi definie par (x,£) — ► £ x , tels que les conditions (l)-(6) ci-dessus 
soient vraies, alors il existe une structure d 'algebre de Lie sur gi © g2 telle 
que (gi ©g2 ; gi>g2) definisse une algebre de Lie quasi-double. 

Demonstration : La demonstration de la premiere partie du theoreme 
est une consequence de Pidentite de Jacobi dans gi © g2- 
Pour la seconde partie, on definit un crochet [., .] sur gi © g2 par : 

[€,v] = [£,7?] gl! V£,f7 € gi 
[x,Z]=Z c + at,VS G gi,Vx G g 2 
[x,y] = i>{x,y) + (j,(x,y),Vx,y G g 2 
et on verifit l'identite de Jacobi pour le crochet ainsi defini, qui est une 
consequence des conditions (l)-(6) de la premiere partie du theoreme. Ce 
qui acheve la demonstration. □ 

Corollaire 2. Soit (g, gi,g2) une algebre de Lie quasi-double. Posons 

[x,y] g2 =v(x,y), < x, y ,z>= -x^y). 

Alors le triplet (g2, [., .] g2 , <•,-,• >) es t une algebre d'Akivis. 

La demonstration du corollaire est une interpretation de la condition (5) 
du theoreme precedent. 

Si (G,G\,G2) est un groupe de Lie quasi-double, localement, en appli- 
quant la formule de Campbeil-Hausdorff dans G |SJ, les applications m, a, a 
et x admettent les developpements limites (d'ordre 3) suivants au voisinage 
de zero : 

«0> y) = -j^{ x i y)+^2 y ^ + x ^ + y ^ x + x ) i/ )+- 

a(x, = x + -x^ + — (fi(x, x^) + (x)t x + (x ? ) ? ) + ... 
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V£ G gi,Vx,y G g 2 . 

Soit (G, Gi, G2) un groupe de Lie quasi-double; pour tout x G T e G2, soit 
x L le champ de vecteurs invariant a gauche sur G associe a x, c'est-a-dire 

x L (d) = (T e L d ){x)eT d G,WeG 

et x x l'image directe par n G2 du champ x L , c'est-a-dire 

x x (U G2 (d)) = [T £ (U G2 o L d )]{x) G T n(d) G 2 , W G G. 

II est clair que x x n'est pas invariant a gauche par les translations dans 
G2 du fait de la non associativite de m; appelons-le le champ de vecteurs 
translate a gauche sur G2 associe a x. 
On a le resultat suivant 

Proposition 1. Soit (G,G\,G2) un groupe de Lie quasi-double; soit pc 2 '■ 
T e Gi — ► A l (G2), I'homomorphisme d'algebres de Lie associe a V action a 
de G\ sur G2, A l (G2) etant Valgebre de Lie des champs de vecteurs sur G2. 
Alors pour tous x,y G T £ G2 et pour tous £ G T e G, on a 

x x (m{a,b)) = (\ a Ux x (b)) + (p b U PB (x b )(a)), 

PB (0(m(a,b)) = (X a UPB(0(b)) + (pbUpBi^ia)), 
[x x ,y x ] = p G2 {i;(x,y)) + (p(x,y)) x 
ou x b et £ b sont des elements de T e G, definis respectivement par 

x b = f t \ t =o{a(b, exptx)) et i b = f t \ t =o(x(b, expt£)) 

Demonstration: Ici, on notera cr a (g) =o~(a,g). Demontrons la premiere 
relation; en effet Va, b G G2 et Vx G T £ G2, on a: 

x x (m(a,b)) = ^| i= o(m(m(a, b), exptx)) 

= ■^\t=o(m(a(a, a(b, exptx)), m(b, exptx))) 

= ( n G 2 )*(^|t=o(cr(a,a(^ exptx) ).IT G2 (b. exptx))) 
= ( n G 2 )*(( cr a)*(^|t=o(a(&, exptx))).b) 

+ (n Gz ) * ( {a (a, e) . ( || t=0 (n Gz (6. exptx) ) ) ) 
= (U G2 oR b oa a )M\ t=0 (a(b, exptx))) + (U G2 oL a ),(x x (b)) 
= (P6OO- a )*(^|t =0 (a(6, exptx))) + (X a )*(x x (b)) 

(\aUx x (b)) + ( Pb U PB (x b )(a)). 

D'ou le resultat; en particulier si a(a,b) = e, Va, b G G2, alors x b = 0, Vx G 
T £ G2 et on retrouve le fait que x x est invariant a gauche sur G2 qui est 
dans ce cas un groupe de Lie. La demonstration de la deuxieme relation est 
identique, et celle de la derniere decoule de l'identite bien connue pour les 
groupes de Lie en se plagant dans le groupe de Lie G, a savoir 

[x L ,y L ] = [x,y] L . 

Ce qui acheve la demonstration de la proposition. □ 
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4. BlGEBRES QUASI-LlE 

Les bigebres quasi-Lie sont les objets duaux des quasi-bigebres de Lie 
introduites par Drinfeld [jjj. Plus precisement 

Definition 6. Une bigebre quasi-Lie est un quadruplet (F, //, 7, ip) ou F est 
un espace vectoriel de dimension finie sur K, K = R ou C, li : A 2 F — > F, 
7 : F — > A 2 F, et ip G A 3 F* teZs que : 

(1) AZt(7(8)/d)7(x) = 0,Va; G F, i.e gue (F,7) est une co-algebre de Lie; 

(2) 7 est nne derivation par rapport a \i, c'est-a-dire 

V)) = Kl(x),y) + n{x, 7(2/)), Vx, y G T e 5; 

(3) AZ£(/i*®I<Z) = (S-yip)^),^^ e F* ; // est Voperateur transpose 
de li et 5-y designe Voperateur cobord d'algebre de Lie definie par 7; 

(4) Alt{(LL l ® Ld® Ld)ip) = 0, 

oil Alt(x <8> y <g> z) = x®y®z + y®z®x + z®x®y. 
Remarques : 

a) Dans le cas ou ip = 0, le triplet (F, li, 7) satisfaisant les conditions ci- 
dessus est une bigebre de Lie [31 El 12]- Dans ce cas, la condition (2) signifie 
que 7 est un 1— cocycle de (F,ll) a valeurs dans A 2 F par rapport a Taction 
adjointe definie par li. 

b) Si (F,/x, 7,^) est une bigebre quasi-Lie, alors (F* ,j, /J,,ip) est une quasi- 
bigebre de Lie |10l II 1 j . Ainsi, comme on le voit, ces deux notions sont duales 
l'une de l'autre et ne sont pas auto-daules. 

Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur K, K = R ou C, li : 
A 2 F — ► F, 7 : F — ► A 2 F, et ifi G A 3 F*; en identifiant les applications li et 
7 a des elements de l'algebre exterieure de F* © F, a savoir li G A 2 F* ® F, 
7 G F* © A 2 F, et en utilisant les proprietes du grand crochet nous avons 
le result at suivant 

Proposition 2. (F,/x, 7, ip) est une bigebre quasi-Lie si et seulement si fi + 
7 + i/j est de carre nul par rapport au grand crochet; plus precisement si les 
conditions suivantes sont satisfaites 

[7,7] =0 

[ 7 ,/i] = 

-[M,/x] + [7,V>] =0 

Ce formalisme est plus technique et a l'avantage de simplifier les calculs 
dans la theorie des bigebres de Lie et leurs generalisations . 

Exemple 4. Soit (F, 7) une co-algebre de Lie; soit uj G A 2 F* et posons 

li = <5 7 (o>) 
1. 
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ou [., .] 7 designe le crochet de Schouten algebrique associe a 7. Alors 
(F, /i, 7, ip) est une bigebre de quasi-Lie. 

Exemple 5. Considerons la decomposition polaire de Valgebre de Lie reelle 
sl(n, C), c' est- a- dire 

sl(n,C) = su(n) © sh(n). 

Soient 7 le crochet de Lie sur su(n) et ip la restriction a sh(n) du crochet 
de Lie de sl(n,C), qui est a valeurs dans su(n). Comme su(n) s'identifie 
au dual sh(n)* de sh(n) par Vintermediaire de la forme bilineaire invariante 
non degeneree definie sur sl(n,C) par 

< x,y >= Lm(trace(xy)), x,y G sl(n, C), 

on peut identifier ip a un element de A 3 su(n) = A 3 (s/i(n))*. Par consequent 
(s/i(n), 0, 7, ip) est une bigebre quasi-Lie. 

Nous allons a present montrer qu'a toute structure de bigebre quasi-Lie 
sur un espace vectoriel donne F de dimension finie, il correspond une certaine 
structure d'algebre de Lie sur F©F* et inversement |lll l5]: faisant ainsi du 
triplet (F © F*, F*, F) une algebre de Lie quasi-double. 

Soit (F, /j,, 7, ip) une bigebre quasi-Lie; pour plus de simplicite, designons 
7 et sa transposee par 7 et identifions ip £ A 3 F* a une application bilineaire 
antisymetrique notee aussi par ip : A 2 F — > F* definie par 

< ^{x,y),z >= ip(x,y,z),Vx,y,z G F 

ou < ., . > designe le produit de dualite entre F et F*. Nous avons le resultat 
suivant (jllj): 

Theoreme 4. Le crochet M sur F © F* defini par : 

M(x,y) = n(x,y) + ip(x,y),\/x,y G F 
M(x,i) = -ad*~'x + ad*/£,Vx G F,V^ G F* 

ou ad%y = fJ,(x,y), ad*/ = -(ad^f , ad^n = 7(^,77) et ad^ 1 = -(adjf, 

est un crochet d'algebre de Lie laissant invariant le produit scalaire canon- 

ique defini sur F © F* par 

< x + £,,y + r/ >=< £,y > + < rj,x >,Vx,y G F,V£,r) G F* 

De facon plus precise, on montre dans que les structures de bigebre 
quasi-Lie sur un espace vectoriel F sont en correspondance bijective avec les 
structures d'algebre de Lie quasi-double sur (F©F*, F*, F) laissant invariant 
le produit scalaire canonique, c'est-a-dire les structures de quasi-triple de 
Manin [1 . Dans dUE], le couple (F © F*,M) est appele le double de la 
bigebre quasi-Lie (F, /i, 7, ip). Ainsi, d'apres le corollaire 2, a toute structure 
de bigebre quasi-Lie, il correspond une structure d'algebre d'Akivis. 
Pour plus de details sur les bigebres quasi-Lie, voir [THl ITT| 13]. 
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5. QUASI-GROUPES DE LlE QUASI-POISSON 

Dans cette section, nous definissons l'objet geometrique correspondant 
a une bigebre quasi-Lie, puis nous etablissons un resultat liant les deux 
notions. 

Definition 7. Un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson est un ensemble (B, m,- 
G,a,P,a,x,< •)• >) oil (B,m) est une boucle de Lie mono-alternative a 
droite, G un groupe de Lie agissant a droite sur B par a : B x G — * B, P 
un champ de bivecteurs s'annulant en I'identite de B, a : B x B — * G une 
application analytique, \ '■ B x G — > G une action a gauche a—twistee de 
B sur G et < ., . >: T e G x T £ B — ► K une forme bilineaire invariante non 
degeneree tels que 

(1) m(m(a, b), c) = m(a(a, a(b, c)),m(b, c)), Va, b,c £ B; 

(2) a(a,b)a(m(a,b),c) = x( a J a (b,c))a(cr(a,a(b,c)),m(b,c)),Va,b,c G 
B; 

(3) g[P, P]s = — (A 3 /9b)(t/0; °^ [-}-]s designe le crochet de Schouten des 
champs de multivecteurs ^3^^, ps '■ T e G — ► A 1 (B) Vhomomorphisme 
d'algebres de Lie associe a V action a et ip le crochet commutateur 
ass ode da; 

(4) L x xP = [(L x xP)(e)] x - (A 2 PB )(ip(x)),Vx £ T £ B, ou x x designe le 
champ de vecteurs translate a gauche correspondant a x. 

Remarques : 

1) Si a(a,b) = e,Va,6 € B (done ip = 0), alors (B,m) est un groupe de 
Lie muni d'une structure de Poisson; si en plus B est connexe, la condition 
(4) de la definition ci-dessus (if) = 0) est equivalente a la multiplicativite 
[151 IT4"| ITT] de P car P(e) = 0, et done (B,m,P) est un groupe de Lie- 
Poisson. 

2) L'invariance de < ., . > signifie que V^, rj £ T e G, Vx, y £ T £ B, on a : 

a) < £,/j,(x,y) >=< t; y ,x >, \x etant le commutateur associe a m; 

b) < [^,r/],x >=< 77, > ou [., .] est le crochet de Lie sur T e G; 

c) < tp(x, y),z >=< ip(y, z),x > . 

3) La non degenerescence de < ., . > identifie T e G avec le dual (T e B)* de 
(T e B); d'ou, de la remarque 2), ip £ A 3 (T e B)* ^ A 3 T e G; 

4) Par definition d'un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson, P n'est pas en 
general Poisson, mais il definit un crochet de Poisson sur l'espace C°°(B) G 
des fonctions G— invariantes definies sur B 

On a le resultat suivant 

Proposition 3. Soit (B,m,G,a,P,a,x,< •> ■ >) un quasi-groupe de Lie 
quasi-Poisson (local); posons 'y(x) = (L x \P)(e), Vx £ T £ B. Alors V application 
7 : T £ B — > A 2 (T £ B) satisfait les proprietes suivantes : 

(1) 7 2 = 0; 

(2) 7OO, y)) = fj,^y(x),y) + fj,(x, j(y)), Vx, y £ T £ B, 

ou p est le crochet associee d m, et 7 2 (x) = (7 (g> Ld + Ld j)('-f(x)). 
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Demonstration : 1) En utilisant l'identite de Jacobi graduee du crochet 
de Schouten, on obtient 

[x\[P,P]} = 2[[x\P],P] 

= 2[ 1 (xf-(^ PB )^(x)),P] 
= 2([ 7 2 (x)] A -(A 3 /3B )(^( 7 (x))) 
-[(A 2 p B )ty(x)),P]),VxeT £ B. 

Par ailleurs, de la condition (3) de la definition d'un quasi-groupe de Lie 
quasi-Poisson, on a 

[x\[P,P]](e) = -2[x A ,AV(^)](e) = -2(^A 3 p B (^))( £ ) 
= -2-^\t=o((A 3 pB(4>)(exptx))exp(-tx)) 
= - 2 f t | t =o ( ( A 3 (Pexp(-tx) oa exptx ) ) * ( VO ) 

ou <j a (g) = o(a,g),\/a £ B,Vg € G. Comme ifj G A 3 (T e B)* et (cr £ )* = 
0, la regie de derivation de la composition des applications prouve que 
[x\[P,P]](e) =0. ^ 
Ainsi, en evaluant l'egalite 

[x\ [P,P]] = 2([ 7 2 (*)] A - (A 3 p B )(iP( 7 (x))) - [(A 2 PB )(iP(x)\P]) 

en l'identite, sachant que P(e) = et p B s'annule en l'identite, on trouve 
y*(x) = 0, Vx G T £J B; d'ou 7 2 = 0. 

2) En utilisant la relation (4) de la definition d'un quasi-groupe de Lie quasi- 
Poisson et la relation [x x ,y x ] = p B (tp(x,y) + (p(x,y)) x , on obtient 

j{p(x,y)) = (L fl{X)y )xP)(e) 

= i L [x x ,y x ] P )i £ ) ~ ( L p B (i>(x,y)) P )( £ ) 

(L x x L y x P) (e) - (L y x L x x P) (e) 
[x\[y\P]}(e)-[y\[x\P}}(e) 

= [x x n (y) x ](e)-[x x ,(A 2 p B )(ij(y))}(e) 
-[y\ 7 (x) A ]( £ ) + [y\(A 2 p B )^(x))]( £ ) 

= Kl{x),y) + p(x,j(y)). 

D'ou 

iip{x,y)) = Kii x )>y) + / i 0>7(y)), Vx,y g t £j b. 

Ce qui acheve la demonstration de la proposition. □ 

Remarques : La relation 7 2 = signifie que la linearisation de P |19j en 
l'identite de B est un co-crochet de Lie sur T £ B ou encore un crochet de Lie 
sur (T £ B)* = T e G qu'on va identifier avec le crochet de Lie de T e G. Ainsi 
l'invariance de < ., . > prouve que 

£ x = adx^i, x^ = —acfpx 

La relation (2) de la proposition exprime le fait que 7 est une derivation 
par rapport a p. En termes de grand crochet, les deux relations s'ecrivent 
respectivement comme suit 

[7,7] =0 

h,/4 = [^>7] = 0. 
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Le resultat suivant etablit une correspondance entre les quasi-groupes de Lie 
quasi-Poisson locaux et les bigebres quasi-Lie. 

Theoreme 5. L'espace tangent en I'identite a tout quasi-groupe de Lie 
quasi-Poisson local (B,m,G,a,P,a,x,< ■,■ >) est muni d'une structure 
de bigebre quasi-Lie (F, /x, 7, ip), ou F = T £ B, fi le crochet commutateur 
defini a partir de la loi de composition m, 7 = d £ P la linearisation de P en 
I'identite et ip le crochet commutateur associe a I 'application a. 

Inversement, a toute bigebre quasi-Lie reelle (F,/i, 7, ip), il correspond un 
unique quasi-groupe de Lie quasi-Poisson local (a isomorphisme pres) dont 
la bigebre quasi-Lie tangente coincide avec la bigebre quasi-Lie donnee. 

Demonstration : Soit (B,m,G,a, P,a,x, < ■,■ >) un quasi-groupe de 
Lie quasi-Poisson local. Soit F = T £ B; soient fi et ijj les crochets commuta- 
teurs associes ameta respectivement. Comme P(e) = 0, on peut considerer 
la linearisation de P en e et designons-la par 7. D'apres la proposition 3, 7 
est un co-crochet de Lie sur F et une derivation par rapport a /x. 
Considerons a present la relation 

m(m(a, b),c) = m(a(a, a(b, c)),m(b, c)), Va, b,c £ B. 

Alors en effectuant localement un developpement limite d'ordre 3 au voisi- 
nage de zero des deux membres de cette egalite, on obtient pour tous 
x,y,z G F 

Mli{x, y), z) + fi(x, n(y, z)) + fi(y, n{x, z)) + y^ x ^ + x^) - 3^,2/) = 
= 3fi\x, fi(y, z)) + n(y, n(z, x)) + \i{z, n(y, x)) + y^ z ' x) + 3x^' 2 ) + 
En utilisant l'antisymetrie des applications fi et ip, on obtient 

^2^(x,y),z)=J2x^\ 
O O 
Mais l'invariance de < . , . > prouve que 

X ~ a %(y,z) x > 

d'ou 

fi{fi(x, y), z) = -^2 ad*^ z) x, Vx, y, z G F. 
O O 
Par transposition, on trouve que cette egalite est equivalente a 

Ait(rf id)n\0 = (M0(O> ve g f*. 

Enfin considerons la relation 

a(a, b)a(m(a, b), c) = x(a, a(b, c))a(a(a, a(b, c)),m(b, c)), Va, b,c G B; 

comme precedemment, en effectuant localement un developpement limite 
d'ordre 3 au voisinage de zero des deux membres de cette egalite, on obtient 

^2ip(fi(x,y),z) = ^ip{y,z) x , Vx,y,zGF. 

O O 



16 



MOMO BANGOURA 



L'invariance de < ., . > prouve que 

ii(y,z) x = ad*/i>(y,z); 

d'ou 

o o 

Par transposition, on trouve que cette derniere egalite est equivalente a 

Alt((iS®Id®Id)il)) = 0. 

En definitive, (F, fj,, 7, ip) est une bigebre quasi-Lie. 

Inversement soit (F, fx, 7, ip) une bigebre quasi-Lie; d'apres le theoreme 
4, il lui correspond une structure d'algebre de Lie quasi-double sur (F © 
F*,F*,F) laissant invariant le produit scalaire canonique. Soit (D,G,B) 
le groupe de Lie quasi-double local correspondant a (F © F*, F*, F) comme 
decrit par le theoreme 2. Vo, b £ B, Vg £ G posons 

m(a,b) = U B (ab),a(a,b) = Il G (ab),a(a, g) = U B (ag),x{a, g) = U G (ag). 

II est clair que a est une action de G sur B et % es t une action a-twistee. 
De la relation d'associativite dans D, (a{bc)D)D = ((o^)dc)d, Vo, 6, c G B, 
on obtient les relations (1) et (2) de la definition d'un quasi-groupe de Lie 
quasi-Poisson. 

Par ailleurs, d'apres par la donnee de la bigebre de quasi-Lie (F, fj,, 7, tp), 
F © F* est munie d'une structure de quasi-bigebre de Lie quasitriangulaire 
(F © F*,M, T, VO, ou M est la structure d'algebre de Lie sur F © F* decrite 
par le theoreme 4, T est un co-crochet sur F © F* defini par r = 7 — [i 1 — tp; 
explicitement 

T(x, = j(x) - - G A 2 (F © F*) 

ou 7 : F — ► A 2 F, : F* — > A 2 F* (transposition), V : F — > A 2 F*. 
De la theorie des quasi-bigebres de Lie et groupes de Lie quasi-Poisson , 
on sait que cette structure sur F © F* s'integre en une structure de groupe 
de Lie quasi-Poisson sur D notee par (D,P,ip), ou 

• P est un champ de bivecteurs multiplicatif ^3 El EE! sur le groupe de 
Lie D, c'est-a-dire P(gh) = (L g )*P(h) + (R h )*P(g),\/g,h € D; 

• ^[P, P]s = ip R — ip L , ou ij) L (respectivement ij) R ) designe le champ de 
trivecteurs invariant a gauche (respectivement a droite) sur D associe a if); 
.[P,^ L } s = [P,^ R } s = 0. 

Considerons a present l'image directe par IL3 : D — > B du champ de 
bivecteurs P et notons-la par P B , c'est-a-dire 

P B (U B (d)) = (A 2 T d U B )(P(d)), yd G D. 

P B est bien un champ de bivecteurs defini sur B avec P B {s) = ou e = 
Ils(e), a cause du caractere multiplicatif de P. Par ailleurs, prenant l'image 
directe par IL3 des deux membres de l'egalite 

^[P,P] s = iP R -^ L , 
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on obtient 

\[Pb,p b \s = (A 3 (n B ),)(^) - (A 3 (n B ),)(^ L ). 

Mais (A 3 (n B )*)(^ fl ) = car V G A 3 (T £ B)* et IL3 o R a = p a o IL3 par 
construction de la structure du groupe de Lie quasi-double (D, G, B); d'autre 
part 

(A 3 (n B ),)(v L ) = (A^ B )(v»). 

D'ou 

^Pb,P b ]s = -(A 3 Pb )(V>). 

Enfin, comme D est connexe, la multiplicativite de P est equivalente a la 
relation 

L x lP = [(L xL P)(e)] L ,VX G T e D = F © F*, 

oil X L designe le champ de vecteurs invariant a gauche sur D associe a X. 
Mais (L xL P)(e) = T(X) = (7 - M * - $)(X),VX G T e D = F © F*. 
Considerons la relation ci-dessus avec I = 1 6 F, c'est-a-dire 

L x LP=[r(x)] L = [ 7 (x)-^(x)] L ; 

comme ip(x) G A 2 F*, en prenant l'image directe par Ub des deux membres 
de cette egalite, on obtient 

L X ,P B = [ 7 (x)] A - (A 2 p B )Mx)) = [(L x ,P B )(e)] x - (A 2 p B )(ip{x)). 

Pour la forme bilineaire invariante non degeneree, il suffit de prendre pour 
< . , . > la restriction a F x F* du produit scalaire canonique defini sur 
FffiF*. 

En definitive, (B, m, G, a, P B ,ct, %,<.,. >) est un quasi-groupe de Lie quasi- 
Poisson local dont la bigebre quasi-Lie tangente est bien celle de depart. Ce 
qui acheve la demonstration du theoreme. □ 

Corollaire 3. Soit (F,^, 7, ip) une bigebre de quasi-Lie et soit (B,m,G,- 
a, Pb,ol, x, < ., . >) le quasi-groupe de Lie quasi-Poisson local correspondant 
comme decrit par le theoreme precedent. Alors le champ de bivecteurs Pb 
sur B satisfait la relation 

L PB(0 P B = -(A 2 P b)(/AO), V£ G T e G. 

Demonstration : En efiet, par definition 

P B (U B (d)) = (A 2 T d n B )(P(d)), Vd G D. 

D'apres le theoreme precedent, P satisfait la relation 

L XL P = [T(X)] L , VX G T e D = F © F*, 

oil X L designe le champ de vecteurs invariant a gauche sur D associe a X 
etr(X) = ( 7 -/x*-^)(X). 

Pour X = £ G T e G = (T e B)*, prenant l'image directe par Ub des deux 
membres de la relation precedente sachant que (H B )*(^ L ) = Pb{Q, £ 
A 2 T e G, 7 : F — ► A 2 F, et tp : F — > A 2 F*, on obtient la relation anoncee.D 
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Remarques : 

a) Si a(a, b) = e, Vo, b G B et si le groupe de Lie G est connexe, la relation 
enoncee dans le corollaire precedent traduit de maniere equivalente le fait 
que a" est une action de Poisson [T5j . 

b) Dans P3E], le couple (B,Pb) verifiant la condition (3) de la definition 
d'un quasi-groupe de Lie quasi-Poisson et la relation enoncee dans le corol- 
laire precedent, est appele un G— espace quasi-Poisson, ou G est muni de 
sa structure de groupe de Lie quasi-Poisson induite par celle de D. Dans 
PQ, une construction similaire du champ de bivecteurs Pb est donnee sur 
l'ensemble D/G des classes a gauche, et Taction de G sur D/G est une ac- 
tion a gauche; d'ou l'apparition de differences de signes par rapport a la 
notre, notamment dans l'expression de Pb et de son carre par rapport au 
crochet de Schouten. 

Exemple 6. Tout groupe de Lie-Poisson {G, P) est un quasi-groupe de Lie 
quasi-Poisson; il suffit de considerer son groupe de Lie-Poisson dual G* avec 
lequel Us agissent I'un sur V autre 15] et de prendre tp = 0. 



Exemple 7. Considerons la decomposition polaire du groupe de Lie reel 
SL(2,C) des matrices complexes 2x2 de determinant 1, 

5L(2,C) = SU{2) x SH(2), 

ou SH{2) est l'ensemble des matrices hermitiennes 2x2 definies positives 
de determinant 1 et SU{2) le groupe special unitaire d'ordre 2. Soit 

1 / 1 \ 1 / 1 \ 1 / % 

61 = 71 V o -i J' e2 = 7fli 0)^ = ^{-i 

la base canonique de sh{2), V espace tangent a SH(2) en I'identite, et 
1 / i \ 1 / % \ 1/0-1 

la base duale de su(2) relativement a la forme bilineaire 

< x,£ >= Im(trace(x(,)), Vx G sh(2),\/£ G su(2). 

Par rapport au crochet de Lie de sl(2,C), nous avons les relations de com- 
mutation suivantes dans les deux bases 

[ei,e 2 ] = -\/2e 3 , [ei,e 3 ] = V2e 2 , [e 2 ,e 3 ] = -\/2ei 

[e 1 ,e 2 ] = V2e 3 , [e x , e 3 ] = -V2e 2 , [e 2 ,e 3 ] = ^2ei 
[ei,e 2 ] = V2e 3 , [ei, e 3 ] = -V2e 2 , [e 2 , £i] = -\/2e 3 , 

[e 2 ,£ 3 ] = V2ei, [e 3 ,ei] = ^2e 2 , [e 3 , e 2 ] = -V2ei, 

[ei,e»] = 0, V* = 1,2,3. 

Pour tous a, b G SH{2) et tous g G SU{2), posons 

m(a,b) =U SH{2) (ab) = (6a 2 6)5, a(a,b) =U su{2) (ab) = (ab){ba 2 by^ , 
a(a,g) = U S H(2)(ag) = (g~ 1 a 2 g)^, x{a,g) = ^su(2)(ag) = (ag){g~ 1 a 2 gy^ 
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Considerons le champ de bivecteurs sur SH(2) defini par 

1 3 
i=l 

oil e\ est le champ de vecteurs translate d gauche (par rapport a la loi m) 
associe a e, et Psh{2) es ^ I'homomorphisme d'algebres de Lie associe a a, 
V action de SU{2) sur SH(2). 

Alors (SH(2),m, SU(2), a, P,a,x, < •> ■ >) es£ un quasi-groupe de Lie quasi- 
Poisson dont la bigebre quasi-Lie tangente est (sh(2), 0, 7, tp), oil 7 est le cro- 
chet de Lie sur su{2) et ip la restriction du crochet de sl(2,C) aux elements 
de sh{2). Le groupe de Lie quasi-Poisson dual est (SU(2),0,tJ;). 

En effet, les conditions (1) et (2) de la definition d'un quasi-groupe de Lie 
quasi-Poisson sont evidentes, elles s'obtiennent par un calcul direct simple 
utilisant les definitions des differentes applications; il est clair aussi que 
P(e) = par definition de P. Par ailleurs, les calculs utilisant les relations 
de commutation entre les elements des deux bases, montrent que 

^[P,P] s = -(A 3 Psh(2))W = 0, 

oil ip considere comme element de A 3 su(2) = A 3 (s/i(2))* est egal a — \/2(ei A 
£2 A £3) d'apres les relations de commutation; ce qui nous donne la condition 
(3) de la definition. Verifions a present la condition (4); en effet par un 
calcul direct utilisant les relations de commutation ci-dessus, on trouve 

L e ,P = V2{e 2 A e 3 ) A + ^(A 2 PSH(2)){ £ 2 A £3) 
= [(^(^-(A^p))^!)) 

L e xP = -V2( ei Ae 3 ) A -^(AV (2) )(£i A£ 3 ) 

= l(L e >P)(e)}* - (AWpjK^)) 

L e xP = V2(e 1 Ae2) x + V2(A 2 p SH{2) )(£ 1 Ae 2 ) 
= [(L e ,P)(£)] A -(AV5H(2))(V'(e3)). 

En definitive, (SH(2),m,SU(2),a,P,a,x,< >) est un quasi-groupe de 
Lie quasi-Poisson. 

Remarque : Dans cet exemple, P est Poisson mais n'est pas multiplicatif 
au sens de dSHHHIIl, car a(a, b) n'est pas la matrice identite d'ordre 2 pour 
tous G SH(2); une telle structure definit un quasi-groupe de Lie- Poisson. 
Plus generalement, si (A 3 /9^)(V') = avec ip 7^ 0, on dit que (B,m,G,- 
a, PB,a,x, <•>•>) est un quasi-groupe de Lie-Poisson. La construction de 
la structure definie ci-dessus sur SH(2) s'etend naturellement a SH(n) pour 
n > 3. 
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